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СТОХАСТИЧНА МОДЕЛЬ ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ ДИНАМІКОЮ 

АГРЕГОВАНОЇ ЕКОЛОГО-ЕКОНОМІЧНОЇ ПРОДУКЦІЇ 
З ВВЕДЕННЯМ ДОПОМІЖНОГО ВИРОБНИЦТВА 

 
У представленій статті побудовано стохастичну модель оптимального керування динамікою агрегованої 

еколого-економічної продукції, яка є розширенням моделі Леонтьєва-Форда, з введенням допоміжного виробни-
цтва по переробці забруднювачів та виробництва додаткової продукції. У роботі використано метод агрегу-
вання цінами, як спосіб зведення багатофакторних міжгалузевих моделей до простіших агрегованих еквівален-
тів, що дозволило провести аналіз стохастичних динамічних міжгалузевих балансів. 

Розроблена стохастична модель ідентифікує три основні типи керування відносним обсягом виробничого 
нагромадження, що відповідають трьом ключовим еколого-економічним режимам. Ці режими є основою для 
формування багатоярусних оптимальних процесів, забезпечуючи можливість вибору пріоритетного оптималь-
ного режиму для управління системою. Визначено довірчі проміжки для реальних багатоярусних оптимальних 
траєкторій. 

Ключові слова: оптимальне керування, агрегована еколого-економічна продукція, допоміжне виробництво, 
додаткова продукція, стохастична модель. 

 
STOCHASTIC MODEL FOR OPTIMAL CONTROL OF AGGREGATED 

ECOLOGICAL–ECONOMIC OUTPUT WITH AUXILIARY PRODUCTION 
 

The study of optimizing the dynamics of ecological-economic systems and developing optimal management strategies 
for these systems requires an integrated approach that combines economic and environmental processes. The need to 
minimize anthropogenic impact on the environment, which is a key paradigm of sustainable development, determines the 
focus of scientific inquiry. This creates the necessity to model the processes of pollutant utilization, which are by-products 
of the main production activity, while simultaneously generating auxiliary output. Given the stochastic nature of economic 
processes, the study of the functioning of such environmentally oriented systems with the inclusion of auxiliary production 
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becomes increasingly important both theoretically and practically. 
Based on a modification of the deterministic Leontief–Ford model, a stochastic optimal dynamic model of 

intersectoral ecological–economic interaction was developed. The model was expanded to incorporate an auxiliary 
production process that carries out pollutant utilization while simultaneously generating auxiliary output. This extended 
intersectoral system was formalized as a stochastic algebraic–differential model in the Itô form, where stochastic 
dynamics are represented through Wiener and Poisson processes. To simplify further analysis, the price aggregation 
method was applied, which made it possible to reduce the multidimensional model to its one-dimensional aggregated 
equivalent, provided that Frobenius left vectors are used to ensure exact aggregation. 

The optimal control problem consisted in determining such a relative volume of productive accumulation that 
maximizes the expected integral discounted aggregated final output. To solve this problem, stochastic sufficient optimality 
conditions were applied, in particular the Bellman equation. The analysis revealed that the developed stochastic model 
operates under three discrete control regimes for the relative volume of productive accumulation. These regimes form 
the basis for constructing multilevel optimal ecological–economic processes. 

The developed research methodology makes it possible to select, from a set of potential multilevel regimes, a priority 
optimal process for which both averaged and stochastic trajectories have been constructed. In particular, a two-level 
optimal process was built for the selected regime. Additionally, determining confidence intervals for the actual optimal 
trajectories at a given confidence level provides a quantitative assessment of the risks associated with implementing 
economic strategies. 

Keywords: optimal control, aggregated ecological and economic production, auxiliary production, additional 
production, stochastic model. 

JEL classification: С67. 
 
Постановка проблеми. Оптимізація функціону-

вання еколого-економічних систем у контексті сталого 
розвитку вимагає розробки адекватних математичних 
моделей, що здатні інтегрувати динаміку економічних 
показників із чинниками навколишнього середовища. 
Фундаментальні основи цих процесів обумовлюють 
необхідність комплексного дослідження взаємодії ви-
робничих галузей та сфери утилізації забруднень, а та-
кож їхнього впливу на макроекономічну динаміку. На-
ростаюча невизначеність та стохастична природа еко-
номічних і екологічних змінних (цін, витрат, обсягів 
забруднення) вимагають переходу від детермінованих 
моделей до стохастичного аналізу. Нагальною пробле-
мою є не лише мінімізація негативного впливу, але й 
ефективне економічне використання побічних продук-
тів переробки забруднювачів. 

Гіпотезою проведеного дослідження є наступне 
твердження: ефективне оптимальне керування динамі-
кою агрегованої еколого-економічної кінцевої продук-
ції, що включає допоміжне виробництво з переробки 
забруднювачів та отриманням додаткової продукції, 
може бути досягнуте шляхом розробки та застосу-
вання стохастичної алгебраїчно-диференціальної мо-
делі у формі Іто. Ця модель, інтегрована з інструмен-
тами стохастичного оптимального керування (зокрема, 
рівнянням Беллмана), дозволить не лише адекватно ві-
добразити випадковість системи, але й ідентифікувати 
багатоярусні оптимальні еколого-економічні режими, 
підвищуючи тим самим точність прогнозування та як-
ість стратегічних рішень в умовах невизначеності. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Ви-
вчення наукового доробку з проблематики дослі-
дження еколого-економічних систем засвідчує стійкий 
інтерес до використання моделей міжгалузевого бала-
нсу для інтегрованого аналізу, а також до застосування 
теорії оптимального керування для визначення 

ефективних стратегій сталого розвитку. Зокрема, у ро-
боті Ляшенко  О., Хрущ Л. [1] представлено модифіка-
цію статичної еколого-економічної моделі Леонтьєва-
Форда, яка включає нову галузь по переробці парнико-
вих газів, що дозволяє досягти динамічного еколого-
економічного балансу та гармонізації критеріїв розви-
тку «природа-виробництво». На основі цієї моделі, 
шляхом проведення розрахунків із застосуванням реа-
льних даних, виведено явні аналітичні формули для 
оцінки величини екологічного податку, що корелює із 
рівнем забруднення технології, і забезпечує перевагу 
перед існуючими методами розрахунку плати за забру-
днення. 

Дослідження Білоскурського Р.Р. та ін. [2] присвя-
чене екологічно розширеним таблицям “витрати-ви-
пуск”, де модель Леонтьєва-Форда виступає базовим 
методологічним інструментом, що узагальнює класи-
чну модель Леонтьєва на первинні (матеріальне виро-
бництво) та вторинні (знищення забруднювачів) га-
лузі. Аналіз галузевої структури, проведений на прик-
ладі поточної ситуації в Україні, обґрунтовує необхід-
ність розробки регіональних концепцій еколого-еконо-
мічного розвитку, які мають базуватися на макроеко-
номічній стратегії з пріоритетом формування екологі-
чної економіки та поступовою мінімізацією ресурсоє-
мності і утворення відходів. 

У роботі Скращук Л. [3] проводиться дослідження 
розробленої агрегованої моделі оптимального керу-
вання збалансованими еколого-економічними систе-
мами, яка спрямована на максимізацію цільового фун-
кціоналу, що відображає сумарну інтегральну вели-
чину чистого доходу від кінцевої продукції. Ця модель 
суттєво розширює сучасний економіко-математичний 
апарат для аналізу еколого-економічної взаємодії та 
обґрунтування оптимальних управлінських рішень. 
Модель формалізується як задача оптимального 
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керування, яка задовольняє умови динамічного еко-
лого-економічного балансу, невід’ємності обсягів ос-
новного та допоміжного виробництв, а також обме-
ження «незворотності» капіталовкладень, і вирішу-
ється за допомогою принципу максимуму. У роботі 
Бойчука М., Скращук Л. [4] – побудовано та дослі-
джено стохастичну модель оптимальної агрегованої 
еколого-економічної кінцевої продукції з допомогою 
використання вінерівських і пуассонівських процесів 
без введення допоміжного виробництва по переробці 
забруднювачів та виготовленні допоміжної продукції. 
При цьому для дослідження використовувались стоха-
стичні достатні умови оптимальності. 

Незважаючи на значний науковий доробок у сфері 
моделювання еколого-економічних систем, в існуючих 
роботах залишаються критичні методологічні питання, 
які вимагають подальшого аналізу. Зокрема, існуючі 
моделі або є детермінованими, що ігнорує стохастичну 
природу економічних ризиків і невизначеності, або, 
будучи стохастичними, не інтегрують явно функціону-
вання допоміжного виробництва по переробці забруд-
нювачів та отримання додаткової продукції. Таким чи-
ном, визначено потребу у розробці стохастичної мо-
делі оптимального керування, яка б синтезувала фак-
тор допоміжного виробництва та дозволяла будувати 
багатоярусні оптимальні процеси, що є критично 

важливим для підвищення ефективності стратегічних 
рішень в умовах невизначеності. 

Мета дослідження: розробити стохастичну опти-
мальну динамічну модель міжгалузевої еколого-еконо-
мічної взаємодії з введенням допоміжного виробниц-
тва та виготовлення допоміжної продукції, побудувати 
її агрегований еквівалент за допомогою вінерівських і 
пуассонівських процесів та провести її дослідження. 
Зауважимо, що в роботі [5] наведено економічне обґру-
нтування використання вінерівських процесів у стоха-
стичному моделюванні. Закон розподілу ймовірностей 
для вінерівського процесу невідомий, зате приріст під-
порядкований нормальному (гауссівському) закону ро-
зподілу [6]. А пуассонівський процес підпорядкований 
пуассонівському закону розподілу [6]. Слід нагадати, 
що пуассонівський закон розподілу є нормальним за-
коном розподілу при малих ймовірностях (рідкісні по-
дії). Для дослідження запропонованої оптимальної 
еколого-економічної міжгалузевої моделі необхідно 
використати стохастичні достатні умови оптимально-
сті [7]. 

Виклад основних результатів дослідження. По 
аналогії з моделлю Леонтьєва-Форда [8] запишемо де-
терміновану модель еколого-економічного балансу з 
введенням допоміжного виробництва переробки за-
бруднювачів по виробництву допоміжної продукції 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 11 1 12 2 13 3 11 1 12 2 13 3 1

2 21 1 22 2 23 3 21 1 22 2 23 3 2

3 31 1 32 2 33 3 3

,

,

,

x t A x t A x t A x t B x t B x t B x t y t

x t A x t A x t A x t B x t B x t B x t y t

x t A x t A x t A x t y t

= + + + + + +


= + + + + + +
 = + + −

  

    (1) 

де t  – змінна часу [ ]0 0T t> ≥ , 

1
nx +∈  – вектор основного валового виробництва; 

2
mx +∈  – вектор допоміжного валового виробництва; 

3
lx +∈  – вектор знищених забруднювачів; 

1
ny +∈  – вектор кінцевої продукції основного виробництва; 

2
my +∈  – вектор кінцевої продукції допоміжного виробництва; 

3
ly +∈  – вектор незнищених забруднювачів, тобто вектор обсягів забруднювачів, які у даний час не мо-

жуть перероблятись у зв’язку з відсутністю технологій; 

( )( )11
11 , 1

n

ij i j
A a

=
=  – квадратна матриця витрат i-ої продукції на випуск одиниці j-ої основної продукції; 

( )( ) ,12
12 , 1

n m

ij i j
A a

=
=  – прямокутна матриця витрат i-ої продукції на одиницю j –ої допоміжної продукції; 

( )( ) ,13
13 , 1

n l

ij i j
A a

=
=  – прямокутна матриця витрат i-ої продукції на знищення одиниці j – го забруднення; 

( )( ) ,21
21 , 1

m n

ij i j
A a

=
=  – прямокутна матриця випуску i-ої допоміжної продукції під час випуску одиниці j-ої 
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основної продукції; 

( )( )22
22 , 1

m

ij i j
A a

=
=  – квадратна матриця витрат i-ої допоміжної продукції на випуск одиниці j-ої допоміжної 

продукції; 

( )( ) ,23
23 , 1

m l

ij i j
A a

=
=  – прямокутна матриця витрат і-ої допоміжної продукції на переробку одиниці j-го забру-

днювача; 

( )( ) ,31
31 , 1

l n

ij i j
A a

=
=  – прямокутна матриця випуску і-го забруднювача під час випуску одиниці j-ої основної 

продукції; 

( )( ) ,32
32 , 1

l m

ij i j
A a

=
=  – прямокутна матриця випуску i-го забруднювача під час впуску одиниці j-ої допоміжної 

продукції; 

( )( )33
33 , 1

l

ij i j
A a

=
=  – квадратна матриця випуску i-го забруднювача під час переробки одиниці j-го забруд-

нювача; 

( ) ( )dx t x t
dt

≡  – похідна за часом t; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
1 1 ,..., nx t x t x t ′=    – вектор абсолютних приростів основного виробництва, 

“ ′ ” – операція транспонування матриць; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
2 1 ,..., mx t x t x t ′=    – вектор абсолютних приростів допоміжного виробництва; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 3
3 1 ,..., kx t x t x t ′=    – вектор абсолютних приростів знищених забруднювачів; 

( )( )11
11 , 1

0
n

ij i j
B b

=
= ≥  – квадратна матриця коефіцієнтів капіталомісткості приростів основного виробниц-

тва під час випуску основної продукції; 

( )( ) ,12
12 , 1

n m

ij i j
B b

=
=  – прямокутна матриця коефіцієнтів капіталомісткості приростів основного виробництва 

під час випуску допоміжної продукції; 

( )( ) ,13
13 , 1

n l

ij i j
B b

=
=  – прямокутна матриця коефіцієнтів капіталомісткості приростів допоміжного виробниц-

тва під час випуску основної продукції; 

( )( ) ,21
21 , 1

m n

ij i j
B b

=
=  – прямокутна матриця коефіцієнтів капіталомісткості приростів допоміжного виробниц-

тва під час випуску основної продукції; 

( )( )22
22 , 1

m

ij i j
B b

=
=  – квадратна матриця коефіцієнтів капіталомісткості приростів допоміжного виробництва 

під час випуску допоміжної продукції; 

( )( ) ,23
23 , 1

0
m l

ij i j
B b

=
= ≥  – прямокутна матриця коефіцієнтів капіталомісткості приростів обсягів переробки 

забруднювачів під час випуску допоміжної продукції; 
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k  – k -вимірний простір дійсних чисел; k
+  – невід’ємний орктант простору k . 

 
Елементи наведених матриць 11A , 12A , 13A , 21A

, 22A , 23A , 11B , 12B , 13B , 21B , 22B , 23B  та ком-

поненти векторів 1x , 2x , 3x , 1y , 2y , 3y  є невід’єм-
ними за визначенням. Формалізуємо стохастичну мо-
дель, базуючись на співвідношеннях (1). 

Нехай { }, ,S PΩ  ймовірнісний простір із σ  – 

алгеброю tS σ⊂ , [ ]0 , ,t t T∈  із множиною елеме-

нтарних подій Ω  та мірою (ймовірністю) P ; вектори 
( ) ( )1 ntξ ∈ , ( ) ( )2 mtξ ∈  – tS −  вимірні век-

тори стандартних вінерівських процесів: закон розпо-
ділу ймовірностей для самих вінерівських процесів не-

відомий, а відомо, що приріст (похідна ( )tξ  або ди-

ференціал ( )d tξ ) вінерівського процесу підпоряд-

кований нормальному (гауссівському) закону розпо-
ділу з нульовим математичним сподіванням приросту 

та одиничною дисперсією приросту вінерівського про-

цесу, [ ]0 ,t t T∈ , ω∈Ω  [6]; вектори 

( ) ( )1 ntη ∈ , ( ) ( )2 mtη ∈  – вектори пуассонів-

ських процесів із математичним сподіванням 
( ) ( ) ( ) ( )0
i iM t t tη ρ= − , [ ]0 ,t t T∈ , ω∈Ω  

[6], ( )iρ  – сталий вектор, 1,2i = ; вектори випадко-

вих процесів ( ) ( )і tξ  і ( ) ( )і tη , 1,2i =  – незале-

жні. 

На ймовірнісному просторі { }, ,S PΩ  задані ве-

ктори випадкових процесів ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ,X t X t ω≡ , 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 ,X t X t ω≡  та 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 ,X t X t ω≡ , ω∈Ω , [ ]0 ,t t T∈ , які 

задовольняють: 
 
- алгебраїно-диференціальну модель у формі Іто [6] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

1 1 2 3
11 12 13

1 2 3 1
11 12 13

1 1
11 12

2 1 2 3
21 22 23

1 2 3 2
21 22 23

2 2
21 22

3 1 2 3 3
31 32 33 0

,

,

, , ,

X t dt A X t A X t A X t dt

B X t B X t B X t Y t dt

Г d t Г d t

X t dt A X t A X t A X t dt

B X t B X t B X t Y t dt

Г d t Г d t

X t dt A X t A X t A X t Y t t t T

ξ η

ξ η

  = + + + 
+ + + + +

+ +

 = + + +  

+ + + + +

+ +

= + + − ∈










(2) 

- стохастичні початкові умови 
( ) ( ) ( )

0

1 1
0 0 tX t X S= ∈ , 

( ) ( ) ( )
0

2 2
0 0 tX t X S= ∈ , 

( ) ( ) ( )
0

3 3
0 0 tX t X S= ∈ .  (3) 

Модель (2) запишемо в векторно-матричній формі 
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1

11 12 13
2 2

21 22 23
3 3

31 32 33

1 1

11 12 13
2 2

21 22 23
3 3

1

11
2

21

0 0 0

0 0
0 0
0 0 0 0

X t X tA A A
X t dt A A A X t dt

A A AX t X t

dX t Y tB B B
B B B dX t Y t dt

dX t Y t

d tГ
Г d t

ξ

ξ

        = +               
        + + +           −    

 
 + 
 
 

( ) ( )
( ) ( ) [ ]

1

12
2

22 0

0 0
0 0 , , .
0 0 0 0

d tГ
Г d t t t T

η

η

        + ∈               

(4) 

Тут у  

- матриці 

11 12 13

21 22 23

0 0 0

B B B
B B B

 
 
 
 
 

 у третьому ря-

дку перший 0 є нульова матриця розмірності ( )l n×
, другий нуль – нульова матриця розмірності ( )l m×
, а третій нуль – нульова матриця розмірності ( )l l×
; 

- у матриці 

11

21

0 0
0 0
0 0 0

Г
Г

 
 
 
 
 

 в першому ря-

дку перший нуль нульова матриця розмірності 

( )n m× , другий нуль – нульова матриця ( )n l× ; у 

другому рядку перший нуль – нульова матриця розмі-

рності ( )m n× , другий нуль – нульова матриця роз-

мірності ( )m l× ; у третьому рядку перший нуль – 

нульова матриця розмірності ( )l n× , другий нуль – 

нульова матриця розмірності ( )l m× , а третій нуль – 

нульова матриця розмірності ( )l l× ; 

- у матриці 

12

22

0 0
0 0
0 0 0

Г
Г

 
 
 
 
 

 в першому ря-

дку перший 0 нульова матриця розмірності ( )n m× , 

другий нуль – нульова матриця розмірності ( )n l× ; 

у другому рядку перший нуль – нульова матриця 

( )m n× , другий нуль – нульова матриця розмірності 

( )m l× ; у третьому рядку перший нуль – нульова 

матриця ( )l n× , другий нуль – нульова матриця ро-

змірності ( )l m× , а третій нуль – нульова матриця 

розмірності ( )l l× ; 

- у вектора 

( ) ( )
( ) ( )

1

2

0

d t

d t

ξ

ξ

 
 
 
  
 

 – нуль є нульовим ве-

ктором розмірності l ; 

- у вектора 

( ) ( )
( ) ( )

1

2

0

d t

d t

η

η

 
 
 
  
 

 – нуль нульовий век-

тор розмірності l . 

Агрегуємо модель (4) цінами ( )n m l× ×  еко-

лого-економічних продуктів у один об’єднаний агрего-
ваний еколого-економічний продукт [3]. Нехай 

( ) ( ) ( )( )1 1 1
1 ,..., nq q q ′=  – вектор цін на основну про-

дукцію, 
( ) ( ) ( )( )2 2 2

1 ,..., mq q q ′=  – вектор цін на допо-

міжну продукцію, а ( ) ( ) ( )( )3 3 3
1 ,..., lq q q=  – вектор 
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тарифів (вартості) знищення одиниць забруднювачів. 
Агрегуючий вектор рядок цін 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 3 3
1 1 1,..., , ,..., , ,...,n m lq q q q q q q′ =  

помножимо зліва на ліву та праву частини (4), після 
чого матимемо рівність 

 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1

11 12 13
2 2

21 22 23
3 3

31 32 33

1 1

11 12 13
2 2

21 22 23
3 3

11

21

0 0 0

0 0
0 0
0 0 0

X t X tA A A
q X t dt q A A A X t dt

A A AX t X t

dX t Y tB B B
q B B B dX t q Y t dt

dX t Y t

Г
q Г

        ′ ′= +               
        ′ ′+ + +               

 
 ′+  
 
 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1

12
2 2

22 0

0 0
0 0 , [ , ].

0 0 0 0 0

d t d tГ
d t q Г d t t t T

ξ η

ξ η

        ′+ ∈               

(5) 

 
Легко переконатись, що агрегована модель (5) на-

буває вигляду (на цінах представляється як один 
продукт) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t dt x t dt dx t ydt d t d tα β γ ξ µ η= + + + + , 0[ , ]t t T∈ ,     (6) 

де 

( )

( )

( )

1

2

3

X

x X

X

 
 

=  
  
 

 – агрегована еколого-економічна величина випуску, 

( )

( )

( )

1

2

3

Y

y Y

Y

 
 

=  
  − 

 – агрегована величина кінцевої еколого-економічної продукції, 

α  – коефіцієнт прямих матеріальних витрат, 
β  – коефіцієнт фондомісткості, 

γ  – коефіцієнт при вінерівському процесі ( ( )

( ) ( )
( ) ( )

1

2

0

t

t t

ξ

ξ ξ

 
 

=  
  
 

 – вінерівський процес), 

µ  – коефіцієнт при пуассонівському процесі ( ( )

( ) ( )
( ) ( )

1

2

0

t

t t

η

η η

 
 

=  
  
 

 – пуассонівський процес). 
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Це пов’язано з тим, що баланс за масою однозначно 
відображається балансом за вартістю. 

Порівняння рівнянь (5) і (6) дозволяє уточнити 
умови точного агрегування цінами 
 

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

11 12

21 22

,

0 0 0 0
0 0 , 0 0
0 0 0 0 0 0

A A A B B B
q A A A q q B B B q

A A A B B B

Г Г
q Г q q Г q

α β

γ µ

   
   ′ ′ ′ ′= =   
   
   
   
   ′ ′ ′ ′= =   
   
   

  (7) 

або 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 12 13

21 22 23

0,

0,
0 0 0

n m l

n m l

A A A
q A A A E

A A A

B B B
q B B B E

α

β

+ +

+ +

  
  ′ − =  
    
  
  ′ − =  
    

              (8) 

n m lE + +  – одинична матриця розмірності ( ) ( )n m l n l m+ + × + + , 

11

12

21

22

0 0 0 0
0 0 0 0 0,
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0 0,
0 0 0 0 0 0

n

m

n

m

Г Е
q Г E

Г Е
q Г E

γ

µ

    
    ′ − =    
        
    
    ′ − =    
        

      (9) 

nE  – одинична матриця розмірності ( )n n+ , 

mE  – одинична матриця розмірності ( )m m+ . 

 
Аналіз рівностей (7)-(9) підтверджує, що умова ви-

користання лівих векторів Фробеніуса 

( )1 2

' ' ' '
A B Г Гq q q q= = =  матриць 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

A A A
А A A A

A A A

 
 =  
 
 

, 

11 12 13

21 22 23

0 0 0

B B B
B B B

 
 
 
 
 

, 

11

12

0 0
0 0
0 0 0

Г
Г

 
 
 
 
 

, 

21

22

0 0
0 0
0 0 0

Г
Г

 
 
 
 
 

 є умовою 

точного агрегування цінами моделі (4). Зазначимо, що 
, , ,α β γ µ  – корені Фробеніуса матриць 

1 2, , ,A B Г Г . Шукані ліві вектори Фробеніуса 

1 2
, , ,A B Г Гq q q q  є власними вектрами, що відпові-

дають власним значенням 0Аλ α= > , 

0Bλ β= > , 
1Гλ γ= ∈ , 

2Гλ µ= ∈  для 

транспонованих матриць 1 2, , ,A B Г Г . Таким чи-
ном, модель (6) є найпростішою агрегованою стохас-
тичною моделлю відтворення суспільного продукту з 
урахуванням процесів переробки забруднювачів (вве-
дення додаткового виробництва) та виробництва 
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додаткової продукції. До агрегованого рівня (6) запишемо початкову умову 

( )
00 0 tx t x S= ∈  ( )0 0x > .         (10) 

 
За керування візьмемо відносний обсяг виробничого нагромадження 

 

( ) ( )
( ) ( )

dx t
u t

dx t y t dt
β

β
=

+
, [ ]0 ,t t T∈              (11) 

із обмеженням  

( ) 10 1u t u≤ ≤ ≤ , [ ]0 ,t t T∈ .       (12) 

 
Із урахуванням (11) диференціальна модель (6) набуває вигляду  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11dx t u t x t dt u t d t u t d tβ α γβ ξ µβ η− − −= − − −  , [ ]0 ,t t T∈ .  (13) 

 
За критерій мети візьмемо максимізацію середньої 

інтегральної дисконтинованої агрегованої кінцевої 
продукції y  на відрізку часу [ ]0 ,t T  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )0 0

0 0

1
max

T Tt t t t

t t u

u t
M ke y t dt M ke dx t

u t
δ δ β− − − − −

= →∫ ∫ ,        (14) 

де 0k >  – деяка стала, 
M  – математичне сподівання. 
 

Визначимо ( )Mdx t . Для цього використаємо властивості віневірського та пуассонівського процесів 

 

( ) 0Md tξ = , ( ) ( )( ) ( )( )0Md t d M t d t tη η ρ ρ= = − = .    (15) 

 
Застосуємо до лівої та правої частин моделі (13) ма-

тематичне сподівання M  та використаємо 
властивості (15), одержимо середню агреговану мо-
дель 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1Mx t u t Mx t dt u tβ α µρ= − − , [ ]0 ,t t T∈ .  (16) 

 
Підставимо (16) у критерій мети (14), одержимо  

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

0 0

0 0

1
1

1 max.

T Tt t t t

t t

u

u t
M ke dx t M ke u t

u t

x t dt

δ δβ

α µρ

− − − −−
= − ×

× − − →  

∫ ∫
       (17) 

 
Задача (12)-(13), (17) у математичному плані є зада-

чею стохастичного оптимального керування, в якій ке-
руванням виступає відносний обсяг виробничого на-
громадження u , а фазовою траєкторією – агрегована 
величина валового випуску продукції х . Для її 

дослідження використаємо стохастичні умови оптима-
льності [7].  

Дослідження стохастичної моделі 
За стохастичними достатніми умовами оптималь-

ності необхідно знайти найменше значення функції ба-
гатьох змінних при крайовій умові: 

- рівняння Беллмана 
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( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }0

21 2 2 2
2

1

inf , , , inf 1 0,5

, , 1 1 0,

u u

t t

V V VR t x u V ux ut t x
V t x u V t x ke u xδ

α β γ β

ρ µβ α µρ

− −

− −−

∂ ∂ ∂≡ + − + +∂ ∂ ∂
 + − − − − − − =   

  (18) 

- крайова умова  

( )( ), 0V T x T = ,               (19) 

де невідома функція V  – неперервно-диференційовна один раз по t  та двічі по x  на декартовому добутку 

[ ] { }0 , 0t T x× ≥  та яку будемо шукати у вигляді  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 02 2, t t t tV t x e rx t e rx Tδ δ− − − −= − , [ ]0 ,t t T∈ ,  (20) 

тут r  – постійна та яка підлягає вибору. Підставимо (20) у рівняння Беллмана (18). Визначимо похідну по u  
від R  

( ){ ( )
( ) } ( ) [ ]0

1 2 2 2 1 1

0

2 1 2 2

1 , , .t t

R r x r u r x uu
k x e t t Tδ

α β γ β ρ µβ µβ

α µρ

− − − −

− −

∂ = − + − − +∂
+ − − ∈  

 

Якщо 0R
u

∂ >∂ , то функція R  є монотонно зростаючою по u  та найменшого значення на [ ]10,u  одер-

жує при ( )1 0u = . А при 0R
u

∂ <∂  – функція R  монотонно спадна по u  та найменшого значення на [ ]10,u  

отримує при ( )2
1u u= . Рівність 0R

u
∂ =∂  є необхідною умовою оптимальності функції R  по u : 

 

( ) ( ) ( )1 2 2 2 2 12 1 2 1 2 0r x r u x k r kβ α β γ ρµ α ρµβ µρ− − − − + + + − − − =  .     (21) 

 
Запишемо рівняння Беллмана (18) 

( )
( ) ( )

2 1 2 2 2 2

1 2 2 2

2 1

2 1 1 0.

rx r ux r u

r ux r u k u x

δ β α γ β

ρ µ β µ β α µρ

− −

− −

− + − + +

 + − + − − − − =   
  (22) 

 
Отримали систему нелінійних алгебраїчних рів-

нянь (21)-(22) для визначення керування u . 
Із рівняння (21) визначимо u : 

( ) ( ) ( ){
( ) }

11 1 2 2 2 1 2

1

2 2 1

1 2

u t r k r x

x k r

β γ ρµ µρ β α

α ρµβ

−− − −

−

= + − − −

 − − − 
    (23) 

та підставимо (23) у (22) одержимо рівняння для визначення x  

( ) ( ){ ( ) }
( ){ ( ) } ( )

( ) ( ) ( ){ }

2 2 2 2

1 2 1

211 1 2 2 2 1 2 1

1 1

2 1 1 2 1

4 2 1 1 2 0

rx x x k x

k r x x k r k x

r k r x x k r

δ β γ ρµ α µρ α µρ

µρ β α α ρµβ α µρ

β γ µ ρ µρ β α α ρµβ

− −

−− − − −

− + + − − + − − ×  

 × − − − − − − − − +   

 + + × − − − − − = 

(24) 

 

При кожному [ ]0 ,t t T∈  одним із числових мето-

дів (метод дотичних, одним із варіантів градієнтних 

методів) [5,6] можна визначити ( )ОВх t  із рівняння 

(24) та підставити ( )ОВх х t=  у рівняння (23) і тим 

самим знайти керування ( ) ( )3u t , [ ]0 ,t t T∈ . А 
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вибором постійної r домогтися, щоб ( )3u  належало 

проміжку ( )10, .u  

Слід зазначити, що можна скористатися іншим 

шляхом. Із рівнянь (21) і (22) визначити 2x  та відняти 
ліві і праві частини рівнянь, із отриманого рівняння ви-
значити х  та підставити в рівняння (21) або (22) й 
отримати рівняння залежне від u . А до цього рівняння 
при розв’язуванні можна застосувати більш прості ме-
тоди: метод ділення відрізка навпіл, метод хорд, метод 
«золотого перерізу», метод чисел Фібоначчі. 

Таким чином, визначино три керування – три одно-
ярусні еколого-економічні режими: 

а) ( )1 0u =  – відсутність відносного обсягу вироб-
ничого нагромадження; 

б) ( )2
1u u=  – повний обсяг виробничого нагрома-

дження; 

в) ( ) ( )3u t  – частковий відносний обсяг виробни-

чого нагромадження. 
Із одноярусних еколого-економічних режимів мо-

жна формувати багатоярусні режими ( )2p ≥ : 

- двоярусні: повний+відсутній, частковий+від-
сутній та інші; 

- трьохярусні: повний+частковий+відсутній та 

інші; 
- чотирьохярусні: повний+частковий+відсут-

ній+повний та інші; 
- багатоярусні. 
Вибраному багатоярусному режиму ставиться у ві-

дповідність багатоярусний еколого-економічний про-
цес: 

- для двоярусного: лівий та правий процеси, 
- для багатоярусного: лівий, серединні та пра-

вий процеси. 
Кожен процес складається з керування (відповідає 

режиму) та відповідної траєкторії. 
Виберемо двоярусний еколого-економічний режим 

повний+відсутній і побудуємо для нього двоярусний 
оптимальний процес, а для інших багатоярусних еко-
лого-економічних режимів побудова проводиться ана-
логічно. 

Спершу побудуємо усереднений двоярусний опти-
мальний процес. 

Лівий процес. Ліве керування відповідає першому 
двоярусному режиму повний, тобто 

( ) ( )2
1лівu t u u= = , а праве керування відповідає 

другому двоярусному режиму відсутній – 

( ) ( )1 0прu t u= = . 

Відповідна усереднена ліва траєкторія визнача-
ється із усередненої задачі Коші 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( )

1 1
1 1 0

0
0

1 , , ,d x t x t u x t u t t T
dt
x t Mx

β α µβ ρ− −≡ = − − ∈

=


       (25) 

та розв’язок набуває вигляду 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) [ ]

1
1 0

1
1 1 1

1 0 1 0

0

1
1 0

0 1 1
1

1
0 1 1

0 1
0

1
1

, , .
1 1

ус u t t
лів

u t zt u t t u t t

t

u t t

x t Mx e u

e dz Mx e e

Mx e t t T

β α

β α
β α β α

β α

µβ ρ

µρ
α

µρ µρ
α α

−

−
− −

−

− − −

− −
− − − −

− −

= − ×

× = + − =
−

 = − + ∈ − − 

∫  (26) 

 

Оскільки ( )0
1, ,x u ρ  є векторами розмірності 

( )n m l× × , то момент перемикання ζ  за усередне-

ною лівою траєкторією ( ) ( )ус
лівx t  і правим керуванням 

( ) 0t
прu =  визначається з сумарного рівняння 

Беллмана (18)  

 

( ) ( ) ( ){ }
1

1 0
n m l

ус ус
і лів і лів

i
rx k xδ α µρ

+ +

=

 + − − = ∑ , ( )0 ,t Tζ ∈   (27) 

де ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 1 2 2 3 3
10 0 10 0 10 0,..., , ,..., , ,...,n m lx x x x x x x ′= , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 3 3

1 11 1 11 1 11 1,..., , ,..., , ,..., ,n m lu u u u u u u ′=
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( ) ( ) ( ) ( )


1 1 2 2
1 1,..., , ,..., ,0,...,0,n m

l

ρ ρ ρ ρ ρ
′ 

=  
 

. 

 
Нелінійне рівняння (27) можна розв’язати одним із 

числових методів [9, 10]: метод ділення відрізка на-
впіл, метод хорд, метод дотичних, метод «золотого» 
перерізу, метод Фібоначчі, градієнтний метод. При-
чому, вибором постійної r можна домогтися, щоб 

( )0 ,t Tζ ∈ .  

Якщо момент ζ  рівняння (27) не існує або 

( )0 ,t Tζ ∉ , то необхідно перейти до вибору послі-

дуючого еколого-економічного режиму. 
Отримано усереднений лівий процес 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]{ }2
1 0, , ,ус

лів лівх t u t u u t t ζ= = ∈ .  

Правий процес. Усереднена права траєкторія визна-
чається з задачі Коші при правому керуванні 

( ) ( )1 0прu t u= = , ( ) 0x t = , [ ],t Tζ∈ , 

( ) ( ) ( )ус
лівx xζ ζ=  

та розв’язок має вигляд 
( ) ( ) ( ) ( )ус ус
пр лівx t x ζ= , 

[ ],t Tζ∈ .  

Одержали усереднений правий процес 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]{ }1, 0, ,ус ус
пр лів прх t х u t u t Tζ ζ= = = ∈ . 

 
Усереднений двоярусний оптимальний процес є 

склейкою в момент перемикання керувань ζ  
усереднених лівого та правого процесів 

 

( ) ( )
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

0, , ,

, , ,

ус
лівус

оп ус
пр

x t t t
x t

x t t T

ζ

ζ

 ∈= 
∈

 ( )
( ) [ ]
( ) [ ]

0, , ,

, , .
лів

оп
пр

u t t t
u t

u t t T

ζ

ζ

 ∈= 
∈

 

 
Виходить, що двоярусне оптимальне керування 

( )опu t  є кусково-неперервною функцією на [ ]0 ,t T
, а відповідна двоярусна усереднена оптимальна траєк-

торія ( ) ( )ус
опx t  – неперервна та кусково-диференційо-

вана функція на [ ]0 ,t T . 

Двоярусний стохастичний оптимальний процес 

( ) ( ) [ ]{ }0, , ,оп опx t u t t t T∈  є склейкою в момент 

перемикання керувань ζ  стохастичних лівого 

( ) ( ) [ ]{ }1 0, , ,лів лівx t u t u t t ζ= ∈  і правого 

( ) ( ) [ ]{ }, 0, ,пр прx t u t t Tζ= ∈  процесів  

 

( )
( ) [ ]
( ) [ ]

0, , ,

, , ,
лів

оп
пр

x t t t
x t

x t t T

ζ

ζ

 ∈= 
∈

 ( )
( ) [ ]
( ) [ ]

1 0, , ,

0, , ,
лів

оп
пр

u t u t t
u t

u t t T

ζ

ζ

 = ∈= 
= ∈

 

де стохастична ліва траєкторія ( )лівx t  є розв’язком стохастичної задачі Коші при ( )2
1u u u= =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( )

1 1 1
1 1 1 0

0
0

1 , , ,

,

dx t u x t dt u d t u d t t t

x t x

β α γβ ζ β µ η ζ− − −= − − − ∈

=
            (28) 

а стохастична права траєкторія ( )прx t  такої стохастичної задачі Коші при ( )1 0u u= =  

( ) [ ]
( ) ( )

0, , ,

,лів

dx t t T

x x

ζ

ζ ζ

= ∈

=
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розв’язком якої є 

( ) ( )пр лівx t х ζ= , [ ],t Tζ∈ . 

 
Стохастичну початкову задачу (28) можна 

розв’язати одним із числовим методів [11]. Зауважимо, 
що стохастичні початкові задачі звичайними детермі-
нованими методами не інтегруються. 

Таким чином, одержали усереднений і стохастич-
ний двоярусний оптимальний процес. Відзначимо, що 
при побудові багатоярусних оптимальних процесів для 
багатоярусних еколого-економічних режимів 

( )2p >  треба визначити лівий, серединні та правий 

процеси. На стиці цих процесів лівого та першого се-
рединного треба визначати перший момент переми-
кання керувань 1ζ , а на стиці серединних – моменти 

перемикань іζ , 2, 2i p= −  та на стиці посліднього 
серединного та правого процесу – правий момент пе-
ремикання керувань ( )1pζ −  та які визначаються анало-

гічно як для двоярусного режиму. Ліва, серединні та 
права траєкторії знаходяться із задач Коші (усереднені 
та стохастичні) при відповідних керуваннях (режимах) 

( )1u , ( )2u , ( )3u . 

Склейки в момент перемикання керування 1ζ  лі-
вого з першим серединним, в моментах перемикання 

іζ , 2, 2i p= −  серединних процесів між собою та 

в момент перемикання ( )1pζ −  посліднього середин-

ного процесу з правим процесом дають усереднений і 
стохастичний багатоярусний оптимальний еколого-
економічний процес. 

Отже, для кожного вибраного багатоярусного еко-
лого-економічного режиму можна побудувати багато-
ярусний еколого-економічний оптимальний процес, 
серед яких є можливість вибору пріоритетного багато-
ярусного оптимального процесу. 

При стохастичному моделюванні необхідно знати 
довірчі проміжки реальних значень оптимальних трає-
кторій за заданою ймовірністю (довірчим рівнем). Не-
хай проведено обчислювальний експеримент по визна-
ченню оптимальної траєкторії та отримано N ансамб-

лів траєкторії ( ) ( )і
опх t , 1,i N= , [ ]0 ,t t T∈ . 

Обчислимо вибіркові статистики [12]  

- вибіркова середня 

( ) ( ) ( ) [ ]1
0

1
, , ,

N
і

оп оп
i

x t N x t t t T−

=

= ∈∑  

- вибіркова дисперсія 

( ) ( ) ( ) ( )( )212

1
1

оп

N
і

x оп оп
i

S N x t x t−

=

= − −∑ , [ ]0 ,t t T∈ . 

 
Слід зауважити, що вибіркова середня опx  збіга-

ється з усередненою оптимальною траєкторією 
( ) ( )ус
опх t , [ ]0 ,t t T∈ . 

Довірчим проміжком для дисперсії нормальної ге-
неральної сукупності оптимальної траєкторії за зада-

ною ймовірністю ( )0;1θ ∈  є  

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2

2 2
1

1 1
,

1 1
оп опx xN S t N S t

нижня межа верхня межа
N Nθ θχ χ−

 − −
− −  − − 

, [ ]0 ,t t T∈  

де ( )2
1 1Nθχ − −  і ( )2 1Nθχ − , 

θ  – квантилі розподілу Пірсона із ( )1N −  ступенем вільності та відповідно довірчим рівнем ( )1 θ−  і θ  

([12]). 
 
Тоді довірчим проміжком для реального значення 

оптимальної траєкторії за заданою ймовірністю ( )0;1θ ∈  є  

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )1 1

,
t t

оп опx x
оп оп

S t N S t N
x t нижня межа x t верхня межа

N N
θ θ − −

 − − + −
 
 

, [ ]0 ,t t T∈ , 
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де ( )1Ntθ θ− −  – квантиль двостороннього розподілу Ст’юдента з ( )1N −  ступенями вільності при довір-

чому рівні θ  ( [12]). 
 
Таким чином, визначено довірчий проміжок за за-

даною ймовірністю для реальної оптимальної траєкто-
рії вибраного еколого-економічного режиму. 

Висновки: 
1. Побудовано стохастичну модель оптималь-

ного керування динамікою агрегованої еколого-еконо-
мічної продукції з введенням допоміжного виробниц-
тва по переробці забруднювачів та виробництва допо-
міжної продукції, проведено її дослідження з допомо-
гою стохастичних достатніх умов оптимальності. 

2. Встановлено, що стохастична модель має три 
керування за відносним обсягом виробничого нагрома-
дження – три еколого-економічні режими для вибору 
багатоярусних режимів та побудови для них багатоя-
русних оптимальних еколого-економічних процесів, 
серед яких є можливість вибору пріоритетного багато-
ярусного оптимального процесу. 

3. За довірчим рівнем (довірчою ймовірністю) 
визначені довірчі проміжки для реальних багатоярус-
них оптимальних траєкторій. 
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